Problema 3: Origen electro-magnético del acoplamiento espin-orbita (25 puntos)

Extrafiamente, un neutrén (particula sin carga eléctrica neta) se mueve en una 6rbita circular de radio R alrededor de
una carga eléctrica puntiforme Q. Perpendicularmente a la 6rbita, existe un intenso campo magnético B que mantiene
el momento magnético S asociado al espin del neutrén orientado exactamente en la direcciéon normal a la érbita. La
situacion se ilustra en la Fig. 3.1.
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Considere que el momento magnético del neutrén se modela por
una espira cuadrada muy pequefia de lado L, en que se mueven cargas de valor g con velocidad relativa al alambre de
la espira de valor v (ver Fig. 3. 2). La separacién entre las cargas es de valor d, cuando el centro de masa de la espira,
o0 sea del neutrdn, esta en reposo, y por tanto en cada lado hay N = Ld cargas en esa situacién. Suponga N un valor
grande y desprecie las posibles cargas que se encuentren justo en las esquinas del cuadrado. Con vistas a asegurar la
carga nula del neutrdn, el alambre de la espira posee a su largo una densidad de carga homogénea que en total
compensa la carga total de las bolas y que se mueve solidariamente con el alambre. Asuma ademas que la velocidad
V del neutrén en su movimiento circular es siempre paralela a uno de los lados de la espira.

a) (6 ptos) Determine el valor del vector momento dipolar eléctrico que surge en el neutrén cuando esta en la citada

6rbita asumiendo que las distancias d entre las particulas de carga q que se encuentran en los dos lados ortogonales a
la direccién de movimiento del neutrn coinciden con las distancias entre ellas cuando la espira esta en reposo.

b) (6 ptos) Demuestre que esa suposicion resulta compatible con la neutralidad de carga del neutrén solo para pequefias
velocidades v; para las que el dipolo depende linealmente de esta velocidad.
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c) (6 ptos) Generalice, al caso relativista, la férmula no relativista para la fuerza centripeta fc = T del

movimiento circular de una particula de masa m.

d) (7 ptos) Calcule entonces el radio R de la orbita del neutron si se conocen su velocidad V'y los valores de v; L: d;
q:yQ.
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Datos: Férmula relativista de adicion de velocidades V' = —
t=Z
C

Nota: Cabe aqui subrayar que la distribucion de corrientes asumida sin dudas esté lejos de la real, la cual es descrita
por las corrientes asociadas al movimiento cuantico de los tres quarks constituyentes del neutrén.



SOLUCION
I. CALCULO DEL MOMENTO DIPOLAR ELECTRICO

Cuando la espira se mueve con velocidad V' a lo largo de uno de sus lados, los dos lados colineales con la velocidad

se contraen al valor L.=4/1 — ‘C/—;L. Ademds, las particulas del lado en que ellas se mueven a favor de la velocidad
del neutrén V', se moveran respecto al sistema del laboratorio con velocidad
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y aquellas que se encuentran en el lado opuesto se moveran en el sistema del laboraorio con velocidad
_ V—v
v (3)
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Por lo tanto, las particulas de cada uno de esos lados, las cuales distan entre si una distancia d en el sitema de
reposo de la espira, se encontraran, como consecuencia de la contraccion de Lorentz, a las nuevas distancias entre
ellas dadas por:

d = d\/l = m (4)
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Como los dos lados paralelos a la velocidad sufren la misma contraccién de Lorentz L.=4/1 — ‘g—;L , la cantidad

de particulas que estan contenidas en cada uno de esos lados viene dada por la razén entre la longitud de los brazos
contraidas y la distancia entre las cargas asociada a cada brazo. Es decir
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Por tanto, para la carga en cada uno de los lados se tiene
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Como se asume, la carga de los lados que son ortogonales al movimiento permanece igual a Nq. Como el neutrén
tiene carga nula, considere que sobre la espira existe una distribucién de carga continua a lo largo de su perimetro
que exactamente compensa toda la carga de las esferitas. Esa carga, como se mueve solidariamente con la espira
sufre una contraccién de Lorentz idéntica a la que experimenta la espira: las dos distribuciones en los lados paralelos
al movimiento se contraen de acuerdo a la velocidad de la espira V y los dos lados ortogonales no se contraen en
absoluto. Por tanto la carga total asociada a ese carga compensatoria es igual a la original en cada lado (el calificativo
de original indica el caso de cuando la espira estd en reposo).

Se concluye entonces que en cada uno de los lados colineales al movimiento se generan cargas netas dadas por
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Definiendo entonces el momento dipolar con respecto la centro de la espira en movimiento se tiene
7= [ a7 (12
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yva que el dipolo esta dirigido en la direcciéon que es normal tanto a la velocidad del neutréon como al campo magnético
aplicado. La componente de los vectores de posicion de las cargas asociadas a los lados paralelos al movimiento en la
direccién definida por el producto vectorial es siempre de modulo igual a L/2. Luego para el modulo del momento
dipolar se tiene
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II. ANULACION DE LA CARGA EN LA APROXIMACION LINEAL EN v

Las expresiones para las cargas en los dos lados que son paralelos a la velocidad pueden desarrollarse hasta el orden
cuadratico en v segiin
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donde se observa que en la aproximacion lineal en v, la carga neta se anula. De esa forma la carga total difiere de
cero si no se toma la aproximacién lineal en v , y se tiene
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III. FORMA RELATIVISTA DE LA ACCELERATION CENTRIPETA

La ecuacién de Newton relativista se puede escribir en la forma

i(L?) = Aiv = ?radial; (18)
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donde se considerdé que en el movimiento circular el valor del cuadrado de la velocidad |7|2 no depende del tiempo.
Como todos los vectores se puede decir que ”rotan” con la misma velocidad angular w del movimiento circular, el
médulo de la variacién en un tiempo dt de cualquier vector es igual al médulo de ese vector multiplicado por la
velocidad angular. Por otra parte de la Figura 1 se nota, que en el caso de la velocidad 7, su derivada temporal esta
dirigida hacia el centro de fuerzas (la carga @), es decir, en sentido negativo del sistema de referencia de las fuerzas



que lo tomamos positivo en la direccién en que el radio crece. Luego
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La féormula anterior permite escribir para la generalizacion relativista de la fuerza centripeta

My, V2

IV. CALCULO DEL RADIO R DE LA ORBITA

fc:

Para el calculo del radio, consideremos que dado que la carga neta del neutrén es nula, el efecto que puede crear
la fuerza centripeta necesaria para mantener el movimiento circular es la existencia de un gradiente del campo
eléctrico, que hace que la fuerza neta sobre las dos cargas opuestas no se anule, ya que la carga positiva esta separada

espacialmente de la negativa.

FIG. 1:

De esa manera la fuerza perpendicular al movimiento del neutrén con velocidad V' vendra dada por la diferencia entre
los médulos de la fuerza de Coulomb sobre la carga neta de uno de los dos lados de la espira colineales con V, menos
el modulo de la fuerza ejercida sobre el lado opuesto. Ver la Figura 1. Como la espira es sumamente pequena (del
orden del tamafio del neutrén) la variacién vendra dada por la derivada de la fuerza de Coulumb con respecto al radio

R, multiplicada por el momentum dipolar
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Consideremos ahora la referencia ya definida para el signo de las componentes de las fuerzas, como positivo en la
direccién que la fuerza se aleja de la carga @, sustituyendo la expresién para F.,qiq. evaluada en la respuesta a la



pregunta anterior y despejando R se tiene para el valor de ese radio
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